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= Até o presente momento, efeitos separados
M, = +GK,¢'—El ¢
M, =—ELv" V, =-ELu™
M, =-ELu"  V, =+ElV"
El, +Pv''=q
El, +Pu"'=q

= Equilibrio na estrutura indeformada — forgas internas
independentes umas das outras




Prof. Luciano Lima - lucianolima@uerj.br

i
.
< |

;ﬁ/ = reecivi= w

Efeltos de Za Ordem

= A partir de agora, as equacgdes serao formuladas no
membro deformado — a forma da segéo transversal
ndo se modifica

= As forgas internas e as deformagdes néo séo
independentes — devem ser consideradas na
formulagao

= Considera-se 0 caso mais geral — barra prismatica
carregada nas extremidades com momento fletor,
cortante e normal de compressdo — usar regra da
mao direita para 0 momento fletor
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Efe|tos de 22 Ordem

= Assume-se
v'pequenas deformagdes — efeito incluido
v'comportamento elastico
v/ carregadas inicialmente
v'as extremidades néo se deslocam (apoio de garfo) —
Up = U= Vo=V,
= LimitagOes
v'secao transversal continua plana
v'nenhuma forga aplicada ao longo do membro
v a forca axial & constante — P — compressdo — positiva
v'momentos positivos — regra da méo-direita
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= Esta solugéo permite avaliar &Y <M,,
v'flambagem lateral de vigas /e: Mg %
v'flambagem torsional de colunas '
v'flexdo biaxial

= QObservando-se a figura ao lado

v/carga axial P — + compressao 1
\/MBX’ MBy’ Iv'Tx’ IVITy — @ ; } : / v
Mgy, Mg, — R, f‘f—’ii__ ] " tey
Y My, My, — R, 7, ;ﬁ«?“"*
VR, e R, — atuam no centro de

msalhamento

Efe|tos de 2a Ordem |

= QObservando-se a figura abaixo
v‘a linha média da sec¢éo transversal — eixos principais x e y

v'Q é um ponto qualquer ao longo da se¢éo com
coordenadas (x,y) a partir do centréide

v'S é o centro de cisalhamentro localizado a x, e y, a partir
do centréide

v'Deslocamentos positivos a partir
do centro de cisalhamento —
u, ve ¢ — positivos nas
dire¢des indicadas

middle hine
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= Move-se S para S’ através de deslocamentos u e v

= Move-se Q para Q' devido aos deslocamentosue v e
depois para Q" devido a rotagéo ¢ (tudo positivo)

= Os deslocamentos de Q para Q' séo u e v paralelos
aos eixos x e y e os deslocamentos de Q' para Q” sdo:

v a.g.sina // eixo x e
v e HE- 1y
a.¢.cosa. // eixo y c}* v Py
= Logo, u,= u+ a.g.sinc. s e
- A5 '
V,= V- a.¢.cosa e § % —
E e ——

f"i)’l‘r"/

+  Efeitos de 2a Ordem

. Logo,
v'u, = ut a.f.sina. e v, = v- a.9.cosa,
onde a € adistanciaentre Qe S

mas sina = (Y,-y)/a e cosa=(x,-x)/a que fornece
Ug= U+ 9. (VoY) € Vo= V-0.(X)X)
= Q centrdide também se desloca

g

Uc=U+* .Yy € Ve=V-0X X?y

= Os deslocamentos de qq Y

ponto s&o estabelecidos /&r e |
emtermosdeu,v, pesua 4 o ‘

localizagio original g L o

At [ Koo~ & !
-1
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. Equagoes de Equilibrio

v todos os esforgos mostrados sao posmvos
P

My +My,)| ¥ M, - ponto qualquer A ao longo
R="1 do comprimento L (positivo)

My +Mgy +Pu, —Ry.z=0] -,

My =—-Mgy + L(MTY +MBY) (u+¢YO)

plano xz

il Ve
S\ PGECIV 2

T Efeitos de 22 Ordem

. Equagoes de Equilibrio
v todos os esforgos mostrados s&o posmvos

r. _ M +Mey) v'My - ponto qualquer A ao longo
! L do comprimento L (positivo)

My +Mgy —P.v, —Ry.z=0] .".

*M.

/;lP\M* My = —Mgy +E(MTX + Mgy )+P-(v—0x,)

- v'Pelo equilibrio do momento
l torsor, M; pode existir

plano yz
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. Equagées de Equilibrio
v a segao transversal ndo sofre deformagdes ao longo do
comprimento da barra

v sistema de coordenadas na configuragao deformada —
deslocamentos u,, v, € rotagao ¢

v novo sistema de coordenadas & (xi) e n (eta)

f‘*
= C

)

-_--..L

12

T: = PECIV} w
%

-

e |-

_ Efeitos de Za Ordem
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. 5 ilibri $
Equag:oes de Equilibrio " (

v" 0s momentos anteriores x i '
~ . Mxsn
em relagdo aos eixos x ey ot 1 My cor
s&o agora modificados z
para representarem os 1 Mysid
momentos em relagao aos \

novos eixos £ e ‘ :
M. =M,cos¢+M sing, - |[M;=M, +Myo

M, =M, cos¢—M,sing| = |M =M —-M

mas cos¢=1 e sing = ¢
(pequenas rotagdes)
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- Equagées de Equilibrio
v as deformagdes também
resultam em momentos de

deslocamento em x =u
inclinacao du/dz (plano xz)

torgao <?ixo & projetado no plano xz —
v qualquer segdo transversala | 9" L
uma distancia z da se¢édo &
inferior — inclinagéo em b Al
relagdo ao eixo z original 9y

v"momentos M, e M, tem
componentes no eixo & (zeta) [ .\ocamento emy < v

L segéo transversal inclinagao dv/dz (plano yz)

eixo m projetado no plano yz -

M du MM ﬂ (onde sin = tan angulo dv/dz
¢ X dz Y dz = angulo)

PEEEIV

Efe|tos de Za Ordem

. Equagc")es de Equilibrio

v’ como o plano que contém a o
segao transversal esta 3
inclinado

v surgem componentes nos
planos E-C e n—C

v as componentes sdo Pdu/dz tia
dire¢éo de & e Pdv/dz na
dire¢do de n g

v Como P atua ao longo de z
passando pelo centroide, estas
componentes causam
momentos torsores M, em
relagao ao centro de M, =Pl Yo
cisalhamento

4
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- Equagées de Equilibrio

cisalhamento no diagrama de
corpo livre de B para A visto no -§-==—-+
plano, tem-se =0

M, +R,.v+R, u=0

Mz = _%(MTy +MBy )_E(MTX +MBX)

M ~M, = _%(MTy +Ms, )_E(MTX + MBx)

v" considerando-se 0 o

Ly
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T Efeitos de Za Ordem
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. Equa(;()es de Equilibrio
v finalmente, considerando-se a
parcela referente ao
empenamento — 2 segdes — d(

v as tensdes normais devido a P,
M; e M, séo inclinadas em
relagdo ao eixo C e possuem
uma componente que causa
tor¢do em relagéo ao eixo

v" 0 elemento de tensdes é cdA e

esta inclinado segundo um

torsor em relagdo ao CS vale

angulo ad¢/dZ e o momento M., = —a.ch.a.d—¢

de
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- Equagées de Equilibrio
v integrando-se ao longo de toda a segéo transversal, tem-se

d
M, = —a.ch.a.% = My =- Ic a“d
se = J-o'.az eporque d=dz = M k2 d(b
A < d¢

Logo

] ] [} ] v u L Ll
M, =M, u+M, v'+P.y, u'—P.x,.v —E(MTy +Mg, )—E(MTX My, )—kd
< < Bl

T: ' = PECIV} w
_ Efeitos de 2a Ordem

. Equagoes de Equilibrio
v' conhecendo-se 0s momentos M., M,, e M, pode-se equacionar a
resisténcia interna do membro assumindo-se cos da inclinagéo = 1
M, =—Elv"=-B,v"

Mn = +Elyu"= +Byu“
Mc =+GJ¢o'-El,,0"'=C;¢'-C,o""'
e Mg =M, + My¢ =-B,v" MTI = My -M, b= Byu"

mas

My =—Mgy + E(MTX + Mgy )"‘ P'(V - ¢xo)

My =—Mgy + L(MTY +MBY) (u+¢Yo)
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- Equagées de Equilibrio
v portanto,

—Mg, +E(MTX + MBx)+ P-(V_¢Xo)_MBy¢+
+E(MTV +Mg, )— P.(u —¢y°)¢ =-B,v"

v’ e negligenciando-se os termos que envolvem produtos de derivadas

P.(u -y, )¢

m)ylrg = PECIV} ﬁ"ﬂ
i Efeitos de Za Ordem

. Equa(;()es de Equilibrio

v flexdo na maior inércia

B v"+P.v— q{MBy —E(MTy +Mg, )+ P.xo} =My, —E(MTX +M,,)

v flexdo na menor inércia

Byu“+P.u—¢[MBx —E(MTX +MBX)—P.y0} =M, JrE(MTy +Mg,)

10
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- Equa(;oes de Equilibrio

v torgao

C,o"'— (C +k)¢+u{ MBX+L(MTX+MBx +P.y, |+

_v'{+ Mg, — L(MTy +MBy +P. xo}+

_%(MTy +Mg, )_E(MTX + MBx)= 0

il Ve
= PeECIV] w

T Efeitos de 22 Ordem

" Equacdes de Equilibrio
v as equagdes sdo fungdes lineares de trés deformagdes, u, v e ¢ com
derivadas de 32 ordem
v Estas equacgdes ndo sdo independentes umas das outras
= Flexao na maior inércia depende do angulo de torgéo
= Flexao na menor inércia depende do angulo de torgao
= Torgdo depende de u,v,u’ e V'
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