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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem

AtAtéé o presente momento, efeitos separadoso presente momento, efeitos separados

EquilEquilííbrio na estrutura indeformada brio na estrutura indeformada –– forforçças internas as internas 
independentes umas das outrasindependentes umas das outras

 '''EI'GKM wtz φ−φ+=

''vEIM xx −=

''uEIM xy −=

'''uEIV xy −=

'''vEIV yx +=

q''PvEIx =+

q''PuEIy =+
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem

A partir de agora, as equaA partir de agora, as equaçções serão formuladas no ões serão formuladas no 
membro deformado membro deformado →→ a forma da sea forma da seçção transversal ão transversal 
não se modificanão se modifica
As forAs forçças internas e as deformaas internas e as deformaçções não são ões não são 
independentes independentes →→ devem ser consideradas na devem ser consideradas na 
formulaformulaççãoão
ConsideraConsidera--se o caso mais geral se o caso mais geral →→ barra prismbarra prismáática tica 
carregada nas extremidades com momento fletor, carregada nas extremidades com momento fletor, 
cortante e normal de compressão cortante e normal de compressão →→ usar regra da usar regra da 
mão direita para o momento fletormão direita para o momento fletor
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem

AssumeAssume--sese
pequenas deformapequenas deformaçções ões →→ efeito incluefeito incluíídodo
comportamento elcomportamento eláásticostico
carregadas inicialmentecarregadas inicialmente
as extremidades não se deslocam (apoio de garfo) as extremidades não se deslocam (apoio de garfo) →→
uu00 = = uuLL= v= v0 0 = = vvLL

LimitaLimitaççõesões
seseçção transversal continua planaão transversal continua plana
nenhuma fornenhuma forçça aplicada ao longo do membroa aplicada ao longo do membro
a fora forçça axial a axial éé constante constante →→ P P →→ compressão compressão →→ positivapositiva
momentos positivos momentos positivos →→ regra da mãoregra da mão--direitadireita
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem

Esta soluEsta soluçção permite avaliarão permite avaliar
flambagem lateral de vigasflambagem lateral de vigas
flambagem torsional de colunasflambagem torsional de colunas
flexão biaxialflexão biaxial

ObservandoObservando--se a figura ao ladose a figura ao lado
carga axial P carga axial P →→ + compressão+ compressão
MMBxBx, , MMByBy, , MMTxTx, , MMTyTy →→ ++
MMBxBx, , MMByBy →→ RRyy
MMTxTx, , MMTyTy →→ RRxx
RRxx e e RRyy →→ atuam no centro de atuam no centro de 
cisalhamentocisalhamento
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem

ObservandoObservando--se a figura abaixose a figura abaixo
a linha ma linha méédia da sedia da seçção transversal ão transversal →→ eixos principais x e yeixos principais x e y
Q Q éé um ponto qualquer ao longo da seum ponto qualquer ao longo da seçção com ão com 
coordenadas (x,y) a partir do centrcoordenadas (x,y) a partir do centróóideide
S S éé o centro de o centro de cisalhamentrocisalhamentro localizado a xlocalizado a x00 e ye y00 a partir a partir 
do centrdo centróóideide
Deslocamentos positivos a partir                                Deslocamentos positivos a partir                                
do centro de cisalhamento do centro de cisalhamento →→
u, v e u, v e φ φ →→ positivos nas                                            positivos nas                                            
diredireçções indicadasões indicadas
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem

MoveMove--se S para Sse S para S’’ atravatravéés de deslocamentos u e vs de deslocamentos u e v
MoveMove--se Q para Qse Q para Q’’ devido aos deslocamentos u e v e devido aos deslocamentos u e v e 
depois para Qdepois para Q”” devido devido àà rotarotaçção ão φφ (tudo positivo)(tudo positivo)
Os deslocamentos de Q para QOs deslocamentos de Q para Q’’ são u e v paralelos são u e v paralelos 
aos eixos x e y e os deslocamentos de Qaos eixos x e y e os deslocamentos de Q’’ para Qpara Q”” são:são:

a.a.φφ.sin.sinαα // eixo x// eixo x
a.a.φφ.cos.cosαα // eixo y// eixo y

Logo, Logo, uuAA= u+ a.= u+ a.φφ.sin.sinαα e                                                   e                                                   
vvAA= v= v-- a.a.φφ.cos.cosαα

x
y
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
Logo,Logo,

uuAA = u+ a.= u+ a.φφ.sin.sinαα e e vvAA = v= v-- a.a.φφ.cos.cosαα
onde a onde a éé a distância entre Q e Sa distância entre Q e S
mas sinmas sinαα = (y= (y00--y)/a   e   cosy)/a   e   cosαα=(x=(x00--x)/a que fornecex)/a que fornece

uuQQ = u + = u + φφ. (y. (y00--y)   e   y)   e   vvQQ = v = v -- φφ.(x.(x00--x)x)
O centrO centróóide tambide tambéém se deslocam se desloca

uuCC = u + = u + φφ.y.y00 e   e   vvCC = v = v -- φφ.x.x00

Os deslocamentos de Os deslocamentos de qqqq
ponto são estabelecidos                                         ponto são estabelecidos                                         
em termos de u, v, em termos de u, v, φφ e sua                                  e sua                                  
localizalocalizaçção originalão original

x
y
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

todos os esfortodos os esforçços mostrados são positivosos mostrados são positivos

plano xz

( )
L

MMR BYTY
x

+
=

MMyy –– ponto qualquer A ao longo ponto qualquer A ao longo 
do comprimento L (positivo)          do comprimento L (positivo)          

0z.Ru.PMM XcBYY =−++ ∴∴

( ) ( )0BYTYBYY yu.PMM
L
zMM φ+−++−=
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

todos os esfortodos os esforçços mostrados são positivosos mostrados são positivos
MMXX –– ponto qualquer A ao longo ponto qualquer A ao longo 
do comprimento L (positivo)          do comprimento L (positivo)          

0z.Rv.PMM YcBXX =−−+ ∴∴

( ) ( )0BXTXBXX xv.PMM
L
zMM φ−+++−=

( )
L

MMR BXTX
Y

+
=

plano yz

Pelo equilPelo equilííbrio do momento brio do momento 
torsortorsor, M, MZZ pode existir                   pode existir                    
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

a sea seçção transversal não sofre deformaão transversal não sofre deformaçções ao longo do ões ao longo do 
comprimento da barracomprimento da barra
sistema de coordenadas na configurasistema de coordenadas na configuraçção deformada ão deformada →→
deslocamentos deslocamentos uucc, , vvcc e rotae rotaçção ão φφ
novo sistema de coordenadas novo sistema de coordenadas ξξ (xi) e (xi) e ηη ((etaeta))
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

os momentos anteriores os momentos anteriores 
em relaem relaçção aos eixos x e y ão aos eixos x e y 
são agora modificados são agora modificados 
para representarem os para representarem os 
momentos em relamomentos em relaçção aos ão aos 
novos eixos novos eixos ξξ e e ηη

φ+φ=ξ sinMcosMM yx

φ−φ=η sinMcosMM xy

mas cosφ=1 e sinφ = φ
(pequenas rotações)

φ+=ξ yx MMM

φ−=η xy MMM

⇒

⇒
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

as deformaas deformaçções tambões tambéém m 
resultam em momentos de resultam em momentos de 
tortorççãoão
qualquer sequalquer seçção transversal a ão transversal a 
uma distância z da seuma distância z da seçção ão 
inferior inferior →→ inclinainclinaçção em ão em 
relarelaçção ao eixo z originalão ao eixo z original
momentos Mmomentos Mxx e e MMyy tem tem 
componentes no eixo componentes no eixo ζζ ((zetazeta) ) 
┴┴ seseçção transversalão transversal

deslocamento em x = u 
inclinação du/dz (plano xz)

eixo η projetado no plano yz –
ângulo dv/dz

deslocamento em y = v 
inclinação dv/dz (plano yz)

eixo ξ projetado no plano xz –
ângulo du/dz

dz
dvM

dz
duMM yx1 +=ζ

(onde sin = tan
= ângulo)
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

como o plano que contcomo o plano que contéém a m a 
seseçção transversal estão transversal estáá
inclinadoinclinado
surgem componentes nos surgem componentes nos 
planos planos ξξ−−ζζ e e ηη−−ζζ
as componentes são as componentes são PduPdu//dzdz na na 
diredireçção de ão de ξξ e e PdvPdv//dzdz na na 
diredireçção de ão de ηη
Como P atua ao longo de z Como P atua ao longo de z 
passando pelo centrpassando pelo centróóide, estas ide, estas 
componentes causam componentes causam 
momentos momentos torsorestorsores MMζζ22 em em 
relarelaçção ao centro de ão ao centro de 
cisalhamentocisalhamento

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=ζ dz

dvx
dz
duyPM 002
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

considerandoconsiderando--se o se o 
cisalhamento no diagrama de cisalhamento no diagrama de 
corpo livre de B para A visto no corpo livre de B para A visto no 
plano, templano, tem--sese

0u.Rv.RM yxz =++

( ) ( )BxTxByTyz MM
L
uMM

L
vM +−+−=

( ) ( )BxTxByTyz3 MM
L
uMM

L
vMM +−+−=≈ζ
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

finalmente, considerandofinalmente, considerando--se a se a 
parcela referente ao parcela referente ao 
empenamento empenamento –– 2 se2 seçções ões →→ ddζζ
as tensões normais devido a P, as tensões normais devido a P, 
MMξξ e e MMηη são inclinadas em são inclinadas em 
relarelaçção ao eixo ão ao eixo ζζ e possuem e possuem 
uma componente que causa uma componente que causa 
tortorçção em relaão em relaçção ao eixo ão ao eixo ζζ
o elemento de tensões o elemento de tensões éé σσdAdA e e 
estestáá inclinado segundo um inclinado segundo um 
ângulo ângulo adadφφ//ddζζ e o momento e o momento 
torsortorsor em relaem relaçção ao CS valeão ao CS vale ζ

φ
σ−=ζ d

d.a.dA.aM 4
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

integrandointegrando--se ao longo de toda a sese ao longo de toda a seçção transversal, temão transversal, tem--se se 

∫ σ
ζ
φ

−=ζ
A

2
4 dAa.

d
dM

ζ
φ

σ−=ζ d
d.a.dA.aM 4 ⇒

se ∫ σ=
A

2dAa.k e porque dζ ≈ dz ⇒

ζ
φ

−=ζ d
dkM 4

Logo

4321 MMMMM ζζζζζ +++=

( ) ( ) '.kMM
L
uMM

L
v'v.x.P'u.y.P'vM'uMM BxTxByTy00yx φ−+−+−−++=ζ
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

conhecendoconhecendo--se os momentos Mse os momentos Mξξ, , MMηη e e MMζζ, pode, pode--se equacionar a se equacionar a 
resistência interna do membro assumindoresistência interna do membro assumindo--se se coscos da inclinada inclinaçção ão ≈≈ 11

"vB"vEIM xx −=−=ξ

"uB"uEIM yy +=+=η

'"C'C'"EI'GJM wTw φ−φ=φ−φ+=ζ

e "vBMMM xyx −=φ+=ξ "uBMMM yxy =φ−=η

mas ( ) ( )0BXTXBXX xv.PMM
L
zMM φ−+++−=

( ) ( )0BYTYBYY yu.PMM
L
zMM φ+−++−=
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

portanto,portanto,

e negligenciandoe negligenciando--se os termos que envolvem produtos de derivadas se os termos que envolvem produtos de derivadas 

( ) ( )

( ) ( ) "vByu.PMM
L
z

Mxv.PMM
L
zM

x0ByTy

By0BxTxBx

−=φφ−−++

+φ−φ−+++−

( )φφ− 0yu.P
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

flexão na maior inflexão na maior inéérciarcia

flexão na menor inflexão na menor inéérciarcia

( ) ( )BxTxBx0ByTyByx MM
L
zMx.PMM

L
zMv.P"vB +−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−φ−+

( ) ( )ByTyBy0BxTxBxy MM
L
zMy.PMM

L
zMu.P"uB ++−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−φ−+
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

tortorççãoão

( ) ( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++−+φ+−φ 0BxTxBxTw y.PMM

L
zM'u'kC'"C

( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+− 0ByTyBy x.PMM

L
zM'v

( ) ( ) 0MM
L
uMM

L
v

BxTxByTy =+−+−
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Efeitos de 2Efeitos de 2ªª OrdemOrdem
EquaEquaçções de Equilões de Equilííbriobrio

as equaas equaçções são funões são funçções lineares de três deformaões lineares de três deformaçções, u, v e ões, u, v e φφ com com 
derivadas de 3derivadas de 3ªª ordemordem
Estas equaEstas equaçções não são independentes umas das outrasões não são independentes umas das outras

Flexão na maior inFlexão na maior inéércia depende do ângulo de torrcia depende do ângulo de torççãoão
Flexão na menor inFlexão na menor inéércia depende do ângulo de torrcia depende do ângulo de torççãoão
TorTorçção depende de u, v, uão depende de u, v, u’’ e ve v’’


